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样条磨光的盈亏修正技术与图象反扩散恢复

蔡利栋
（暨南大学计算机科学系，广州 >&%!A$）

摘 要 以三阶 B@样条作数据磨光时，引入盈亏修正可以在磨光的同时提高逼近原始数据的精度 ;通过从图象的平
滑与恢复处理的角度出发来对盈亏修正技术进行评注，并进一步阐明了样条磨光与扩散平滑、盈亏修正与反扩散恢

复在离散条件下的等价关系，给出了用于修正的更新迭代算子序列以及相应的偏差阶数估计，并且指出了盈亏修正

的简单迭代和更新迭代都是数值上绝对不稳定的计算；最后讨论了盈亏修正技术在图象边缘探测中的适用性 ;
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B 引 言
高斯平滑（4,)997,+ 90((H67+1）在计算机视觉处理

中占有重要的地位，在图象处理中，它是以高斯分布

1（L，K，!）为核函数来对图象 *（9，4）作卷积
:（ 9，4，!）! *（ 9，4）" 6（ 9，4，!）
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其中，!为平滑尺度，
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高斯平滑被广泛应用于噪声压制，并与 G,5-,82

算子一起构成图象的边缘检测算子 G(4（G,5-,87,+ (.
4,)997,+）［&］；特别，在多尺度滤波［$］中，高斯分布是唯
一的卷积核函数，并具有“随着尺度的增大，过零点只

会减少不会增多”的优良特性，由此即可得到信号的

“自然尺度”描述［$］>
也即高斯平滑等价于扩散方程的初值问题［#］

$
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$
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为二维 G,5-,82算子，9，4&［%，

&］；? V %为扩散系数，&’%
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为扩散时间，二者满足如
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下关系式

! ! !! "# （"）
所以，除了以卷积形式实现外，高斯平滑还可以通过

求解扩散方程来实现，即所谓扩散平滑（#$%%&’$()
’*((+,$)-）［.，/］，而且以!为尺度对 $0（ %，&）作高斯平
滑的结果即相当于以 " 为扩散系数对 $0（ %，&）作扩
散在 # 时刻所得的值 $（%，&，#）’
以三阶 12样条为核函数对数据作卷积则称为样

条磨光［3 4 5］或样条平滑［60 4 6!］（’78$)9 ’*((+,$)-）:其曲
面和曲线的样条平滑公式分别为

$;(，) <
"
5 $(，) =

6
5（ $( > 6，) = $( = 6，) = $(，) > 6 = $(，) = 6）=

6
?/（ $( > 6，) > 6 = $( > 6，) = 6 = $( = 6，) > 6 = $( = 6，) = 6） （.）

$;( < 6
/（ $( > 6 = " $( = $( = 6） （/）

相应的模板分别为

6
?/ *

6 " 6
" 6/ "




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
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6 " 6
和

6
/ *［6 " 6］

尽管样条平滑速度较慢，又有边界“凸端点锁定”

效应［60］，但它具有非参数化逼近、局部运算和局部保

凸等优点，而曲面样条平滑又可分解为对 % 和 & 方向
的两组曲线平滑来先后进行，因而确为一种方便、灵

活的平滑手段 ’不失一般性，以下只考虑曲线样条平
滑的情况，并且曲线端点只作线性延拓，即端点值保

持不变的简单处理 ’
在对数据作三阶 12样条磨光（平滑）时，如果先

作盈亏修正，则可以在磨光的同时提高逼近原始数据

的精度［3，@］，其计算新值采用的公式分别为

盈亏修正： $;( < $( >
6
/（ $( > 6 > ! $( = $( = 6） （3）

样条磨光： $>( < $( =
6
/（ $( > 6 > ! $( = $( = 6） （@）

相应的模板分别为

6
/ *［+ 6 @ + 6］和 6

/ *［6 " 6］

曲线平滑必定引起曲线模糊、畸变［6?］，而且持续

平滑将导致曲线最终退化为直线或圆弧；可是，盈亏

修正则反其道而行之，因为它能尽量提高对原始数据

的逼近精度，故其可视为对模糊图象的恢复处理 ’鉴
于平滑和恢复都可以用扩散过程来解释［/］，因此本文

将从图象的扩散平滑与反扩散恢复处理［6"］的角度出

发，来对样条磨光的盈亏修正技术及其应用［6.］给出

一些简略的评注 ’

! 几点注记
扩散方程（?A）的一维形式及相应的反扩散方

程［/］分别为

"
"#$（%，#）! " "

!

"%!
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"
"#$（%，#）! + " "

!

"%!
$（%，#） （5B）

取空间变量 % 的步长为 ,，时间变量 # 的步长为

"，那么，通过对 % < (,，# < -"进行离散，可得如下扩
散与反扩散公式

$- = 6 < $- = ""#! $- <（6 =#,
!#!）$- < .$- （60A）

$- > 6 < $- > ""#! $- <（6 >#,
!#!）$- < /$- （60B）

- < 0，6，!，⋯
其中，

,!#! $( < $( > 6 > ! $( = $( = 6 ( < 0，6，!，⋯，0 （60C）

# ! ""
,! （60#）

. ! 6 1#,
!#! （609）

/ ! 6 +#,
!#! （60%）

式中，. 与 / 表示扩散与反扩散运算；公式（60A）和
（60B）的截断误差为 2（"），公式（60C）的截断误差为
2（,!），相应的运算模板为

［# 6 + !# #］，［# 6 1 !# #］和［6 + ! 6］
尽管高斯分布函数定义于无穷区间上，而三阶

12样条函数是一个紧支函数，但由于前者的快速下降
性质，若选取适当的尺度!，则二者的差别即可以视
为离散误差，从而有下列结果：

注记 ! 样条磨光在离散情况下等价于扩散过
程

"
"#$（%，#）! 6

/
"!

"%!
$（%，#） （66）

证明 取 " < 6
/，, <" < 6，则# < 6

/，由扩散公式

（60A）和（60C）即可得如式（@）的样条磨光公式 ’
注记 " 盈亏修正在离散情况下等价于反扩散过程

"
"#$（%，#）! + 6

/
"!

"%!
$（%，#） （6!）

证明 同样，取 " < 6
/，, <" < 6，则由反扩散公式

（60B）和（60C）即可得如式（3）的盈亏修正公式 ’

以下各处出现的#均为#< 6
/，由式（"）可知相

应的高斯平滑!<!6
? ’
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在样条磨光之前先作盈亏修正就相当于作了反

扩散后又作扩散，表面上看，效果似将抵消，然而，注

意到注记 !和 "中的两个等价关系均在离散情况，也
即忽略了截断误差时才成立，因此据其可以推知样条

磨光 ! 与盈亏修正 " 只能构成概念上的（#$%#&’()*+,
+-），而不是严格意义下的（.(/0#(+-）一对互逆运算，或
称之为拟逆运算对（1)*.0,/&2&/.& $’&/*(0$% ’*0/）［3］4由
于此时必有 "!! #!!"（ # 为恒等算子），这表明了 !
与 " 处理的效果不能互相抵消，可见这恰是盈亏修
正 " 价值之所在 $
注记 ! 盈亏修正 %样条磨光处理 "!，可将逼近

阶数从 &（’"）提高到&（’5）$
证明

(6)，* 7（! 8!’
"""）(9) 7（! 8!’

"""）:
（! 6!’

"""）() 7（! 6!
"’5"5）() （!;）

与式（!<*）比较即得 $
注记 " 交换盈亏修正与样条磨光的次序，逼近

阶数保持 &（’5）不变 $
证明

!" 7（! 8!’
"""）（! 6!’

"""）7 ! 6!
"’5"5

7（! 6!’
"""）（! 8!’

"""）7 "! （!5）
为了方便起见，今后把“盈亏修正 %样条磨光”复

合处理 !" 简称为修正磨光 $若重复进行盈亏修正、
样条磨光或二者特定的复合处理，则构成迭代 $ + 次
样条磨光迭代 !+ 相当于以同一扩散系数 , 连续扩散
+次或以 +, 为扩散系数扩散一次；而 + 次盈亏修正
迭代 "+，则相当于以同一扩散系数 , 连续反扩散 +
次或以 +, 为扩散系数反扩散一次［3］，从而有：
注记 # + 次样条磨光迭代 !+ 后，偏差亏值增

大，但保持其阶数 &（’"）不变 $
证明

!+ 7（! 8!’
"""）+ 7 ! 8 +!’

""" 8 +（+ 6 !）
" !

"’5"5 8

⋯ 8!
+’"+""+ 7 ! 8 +!’

""" 8 &（’5） （!=）
通过与式（!<*）比较即得 $
注记 $ + 次盈亏修正迭代 "+ 后，偏差盈值增

大，但保持其阶数 &（’"）不变 $
证明

!+ 7（! 8!’
"""）+ 7 ! 8 +!’

""" 8 +（+ 6 !）
" !

"’5"5 8

⋯ 8!
+’"+""+ 7 ! 8 +!’

""" 8 &（’5） （!3）
通过与公式（!<>）比较即得 $
注记 % + 次修正磨光迭代（!"）+ 等效于 + 次盈

亏修正继以 + 次样条磨光或相反 $
证明

（!"）+ 7［（! 8!’
"""）（! 6!’

"""）］+ 7
（! 8!’

"""）（! 6!’
"""）（! 8!’

"""）⋯

（! 8!’
"""）（! 6!’

"""） （!?）
上式中，所有（! 6!’

"""）项均向右交换，分别合

并即得；反之亦然 $
注记 & + 次修正磨光迭代（ !"）+ 后，偏差亏值

增大，但保持其阶数 &（’5）不变 $
证明

（!"）+ 7［（! 8!’
"""）（! 6!’

"""）］+ 7
（! 6!

" ’5"5）+ 7 ! 6 +!
"’5"5 8 &（’@）（!@）

通过与注记 ;比较即得 $
以上各迭代方式 !+，"+ 和（ !"）+ 的共同特点是

简单地沿用同一算子 !，" 或 !"，其可称为简单迭代，
但它们都不能提高逼近阶数 $
若利用修正磨光后的偏差残值再作修正，则可以

提高逼近阶数［? A B］$在注意到样条平滑算子 !（见式
（!<&））、盈亏修正算子 "（见式（!<C））以及修正磨光
算子 !"（见式（!5））形式的基础上，将更新修正算子
的序列定义如下

"! - " - ! .!’""" （!B*）

"" - ! /!
"’5"5 - ! /（!’"""）" （!B>）

"+ - ! /（!’"""）"
+.!

+ - !，"，;，⋯（!B#）
由于更新修正算子的结构在每次迭代中都依据残差

新信息作出改变，因此将这样的迭代方式称为更新迭

代 $
注记 ’ 修正磨光加一次更新修正 "" 后，逼近

阶数可从 &（’5）提高到 &（’@）$
证明

"""!! 7 ""!"! 7（! 8!
" ’5"5）（! 8!’

"""）:
（! 6!’

"""）7 ! 6!
5 ’@"@ （"<）

通过与注记 ;比较即得 $
同时，利用更新迭代，可以将注记 ;改写如下：
注记 !’ 修正磨光（即样条磨光加一次更新修

正 "!）后，逼近阶数可从 &（’"）提高到 &（’5）$
注记 () 样条磨光后依更新修正算子序列作 +

次修正迭代 "+⋯"""!，逼近阶数可从 &（ ’"）提高到

&（’"+ 8 !
）$
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证明

!"⋯!!# "（! #!
$" % !

$$"

!$"
）⋯（! #!$

$!$）&

（! %!$
$!$）" ! %!

$"
$$" # !

!$" # !
（$!）

可见，更新修正迭代实际上就是对磨光曲线进行

持续的盈值提升，只是提升的比例逐步减小而已 %
注记 !! 更新修正算子序列中任一算子项不可

缺少，否则逼近阶数将相应地停止提升 %
证明 设更新修正算子序列的缺省项为 !&，则

逼近阶数只能为 ’（$$&
），因为

!"⋯!& # !!& % !⋯!!# "（! #!
$" % !

$$"

!$"
）⋯

（! #!
$&
$$& # !

!$& # !
）（! #!

$& % $
$$& % !

!$& % !
）⋯

（! #!$
$!$）（! %!$

$!$）"（! #!
$" % !

$$"

!$"
）⋯

（! #!
$&
$$& # !

!$& # !
）（! %!

$& % !
$$&

!$&
）"

! %!
$& % !

$$&

!$&
# ’（$$& # !

） （$$）
特别当缺省项为 !! " ! " ! %!$

$!$ 时，不论后

继有多少项修正算子 !(，(" & # !，逼近阶数恒为
’（$$）%
为了清楚地表明修正磨光的更新迭代与其简单

迭代的差别，不妨将对应于修正算子更新迭代序列的

修正磨光算子更新迭代序列定义如下：

#! ) !!# ) !#
#$ ) !$#! ) !$!!#
#" ) !"#"*! ) ⋯ ) !"!"*!⋯!$!!#

（$’）

随着迭代次数 " 的增大，更新修正磨光算子的
逼近阶数将以 $的幂次增长 %例如，#! 的逼近阶数为

’（$(），#$的逼近阶数则为 ’（ $)），⋯，而 #" 的逼近

阶数则为’（$$" # !
）%

注记 !" 盈亏修正 ! 的迭代计算 !" 和更新修

正的迭代计算 !"!" % ! " !$!!都是数值不稳定的 %
证明 盈亏修正 ! 是一个反扩散的过程，更新

修正迭代的每一步 !! 都是对磨光曲线作盈值提升，

利用 *+,-./-方法［!0］作数值稳定性分析可知二者都是
绝对不稳定的过程 %
令"&

( "#&/.$，累积误差放大因子#， #. " % !，
任意频率 %对于盈亏修正 ! " !!，由式（1）或

（!23）可得

#! ) ! + !
’（! * 4+5$）$ !，[ ]6

’ （$(）

对于更新修正 !$，由（!27）可得

#$ ) ! + ! * 4+5%( )’
$

$ !，!’[ ]2 （$6）

对于更新修正 !"，由（!24）可得

#" " ! # ! % 4+5&( )’
$" % !

$ !，! # ( )$
’

$"

[ ]
% !

（$0）

由于累积误差在迭代的每一步中都被放大，盈亏

修正和更新修正计算都是绝对不稳定的 %

" 讨 论
在图象分析和计算机视觉处理中，边缘点的探测

与确定是个关键问题之一 %虽然利用曲线、曲面或其
指向与曲率的突变即可以探测边缘，但为此要涉及各

阶导数的计算，以便比较和确定突变点的位置 %然而
由于导数在这些突变点上并不存在，只能以差分代

替，并且离散取样又带来了突变点（比如切点）定位的

不确定性，将影响边缘探测结果的可靠性 %
同时，由于取样数据中都包含着噪声，若直接对

取样数据作数值微分将会扩大噪声的影响，从而使计

算得不到预期的结果，所以必须先进行平滑，以滤除

噪声的影响 %
由于样条函数是由分片光滑函数在节点上适当

地连接而成，因此样条磨光提供了适应保凸要求的曲

线拟合手段 %由其来对原始数据作拟合，可提高信号
曲线的光滑度，从而使之从分段光滑变为整体光滑的

近似曲线，这样便于用解析方式代替局部差分来给出

导数 %
但是，同样的样条磨光处理会在不同的场合产生

不同的结果 %

" %! 曲线分段光滑

当曲线只有单纯的间断点（如台阶状间断点、屋

顶状一阶导数间断点、以及圆弧与直线相切的二阶导

数间断点）时，则情况比较简单 %
本文注意到高斯平滑的快慢取决于平滑尺度的

大小，因此由注记 !和式（(），三阶样条磨光就相当于
高斯平滑’$ " ! , ’或扩散平滑 - " ! , 0的情况，作一
次三阶样条磨光只需 ’个取样点（中心点和左右各一
个邻点）的值；而连续两次三阶样条磨光则相当于一

次七阶样条磨光，或’$ " $ , ’ 的高斯平滑，或 - " ! , ’
的扩散平滑，其共涉及到 6个取样点（中心点和左右
各两个邻点）的值；三次重复三阶样条磨光相当于一

次七阶样条磨光、或’ " ! 的高斯平滑、或 - " ! , $的
扩散平滑，其共涉及到 1个取样点（中心点和左右各
’个邻点）的值；四次重复三阶样条磨光相当于一次
九阶样条磨光，或’$ " ( , ’ 的高斯平滑，或 - " $ , ’的

)!’ 中国图象图形学报 第 0卷（8版）
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扩散平滑，其共涉及到 !个取样点（中心点和左右各
"个邻点）的值 !
而样条盈亏修正与反扩散恢复的关系与此类似，

即三阶、五阶、七阶和九阶样条盈亏修正分别相当于

" # $ # %、" # $ # &、" # $ # ’和 " # ’ # &的反扩散恢复 !实
践证明，采用盈亏修正不但可以减小平滑产生的偏

差，还可减少切点（零曲率点）的漂移［%］!
所以，对于单纯的曲线间断点，在磨光后选择适

当的幂次 $ 来进行简单迭代或更新迭代形式的修正
都是可行、有效的 !

! !! 噪声污染的光滑曲线

当光滑的曲线受到噪声污染而呈现粗糙起伏时，

可视噪声毛刺为曲线导数的间断点，然后利用适当次

数的样条作平滑，以磨去噪声毛刺，这样即可削弱噪

声对曲线各阶导数计算的影响 !
此时的问题在于，平滑也会导致曲线畸变，于是，

拥有较高的信噪比则意味着当噪声去除殆尽时，将留

下相对轻微的曲线畸变，较低的信噪比则意味着将留

下相对严重的曲线畸变，但是，只要不是那种影响区

域分割的畸变，比如零曲率区域边界附近的畸变，那

么即使畸变较大也无关紧要，因为边界点仍然能适当

地确定下来，所以，这种受噪声污染的光滑曲线的磨

光只需选择适当的幂次 $，进行简单迭代即可 !

! !" 噪声污染的分段光滑曲线

当曲线间断和噪声污染二者兼有时，情况就相对

复杂一些 !尽管样条平滑可以磨光间断点，而且多次
平滑也可以滤除噪声，但平滑次数越多，则曲线的畸

变偏差越大；而引入盈亏修正无疑能减少曲线偏差，

却又不加区分地阻碍了噪声的衰减；由此可见，两者

是互相矛盾的，因此需寻找折衷的解决方案，此时不

应盲目追求对原始数据的逼近精度 !
以锯齿波曲线为例，设取样值为⋯，( $，)，$，

( $，)，$，)，( $，⋯，那么由式（*）可知，经三阶、五阶、
七阶和九阶样条磨光，幅值收缩率分别为 ’ # & 的一
次、二次、三次和四次方；而盈亏修正则由式（+）可知，
相应的幅值放大率分别为 " # &的一次、二次、三次和
四次方；从而，经过相应的修正磨光后，其幅值收缩率

分别减慢为 * # !的一次、二次、三次和四次方，而且无
论把锯齿波当作信号还是噪声，这些估计都适用 !若
将这一锯齿波作为衰减、展平最快的波形之一，则对

其磨光的结果也可为估计其他波形的幅值变化提供

参考 !
在噪声污染图象的样条平滑中引入盈亏修正，本

意在于保护信号，诚然信号畸变虽得到了弥补，但噪

声却也得以保留 !如上例所示，经九阶样条修正磨光
后的锯齿波残留幅值仍达三分之二之多，试图通过多

次盈亏修正的迭代来实现高精度光滑逼近则有计算

失稳、凸性被破坏的风险 !因此，引入盈亏修正到这类
图象的平滑中去，则近乎舍本求末，因其偏离了噪声

消除的任务，除非信噪比本来就很高 !至于因样条磨
光而产生的偏差中是否还包含着图象的边缘信息、是

否需要进一步提取以及如何提取，则是一个有赖于任

务和尺度的问题［’］!
事实上，就曲线（面）分割和识别而言，因而良好

的曲线（形状）表示比曲线的数值精度更加重要［,］，所

以，噪声消除应该优先于间断点的磨光与修正逼近 !
实际上，由于间断点往往是分割的关键点或区域的边

界点，因此如果没有噪声污染，则差分运算通常足以

对间断点作出定位，毋须求助于样条磨光；而在有噪

声的情况下，压制噪声才是首要的和实质性的需求工

作 !尽管平滑噪声会带来曲线畸变，但只要不影响分
割，则曲线偏差的大小仍是无关紧要的；否则就要考

虑对策，比如对曲率的“零点漂移”效应加以补偿等

等 !

" 小 结
综上所述，以三阶 -.样条作数据磨光时，引入盈

亏修正可以在磨光的同时提高逼近原始数据的精度 /
本文从图象的扩散平滑与反扩散恢复角度出发，对盈

亏修正技术进行了评注，阐明了样条磨光与扩散平

滑、盈亏修正与反扩散恢复在离散条件下的等价关

系；并指出了沿用同一样条磨光、盈亏修正或修正磨

光算子的简单迭代并不能提高逼近阶数；给出了依据

残差信信息调整修正算子结构的更新迭代算子序列

及其对逼近阶数提高的估计；而且揭示了盈亏修正和

更新修正都是数值上绝对不稳定的运算 /本文通过盈
亏修正技术在图象处理中的适用范围讨论，认为就曲

线（面）分割和识别而言，当曲线（面）间断和噪声污染

二者兼有时，压制噪声是首要和实质性的需求 /
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